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ABSTRACT. Two cl sses of different:al
operators, one defined by analytic func-
tions t h e 0 h Y formal series, are in-
troduced; we call them pseudo-differen ial
ope rat 0 s . A s a ux iIi ary too Is, and wit h the
help of two duality theorems (formal se-
ries vs. polynomials, entire functions vs.
entire functions of exponential type) and
some homological algebra technics (tuler-
Poincare characteristic of a chain-complex,
exact homology of a chain-complex, exact
homology sequence of an exact short se-
quence of complexes), these operators are
used to establish some regularity theorems
for differential equ tions in the complex
domain.
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INTRODUCCION. El proposito de este trabajo es
mostrar como las mismas tecnicas homologicas usa-
das en [3], [9J, [10J: exactitud del functor limi-
te inductivo, sucesion exacta de cohomologia co-
rrespondiente a una sucesion exacta corta de com-
plejos, caracteristica de Euler-Poincare de un com
:'c :':
plejo. y dos teoremas de dualidad (F = P y P = F,.. .'-Od = E y E- = 0), conducen a algunos teoremas de
regularidad (teoremasde la forma: Pf = g en E y
g C F ~ E, entonces f c F) en el campo de las
ecuaciones diferenciales lineales complejas.
En el Capitulo I examinaremos los resultados
clasicos que necesitaremos en este trabajo; en par-
ticular, los te remas de dualidad mencionados; pro-
curaremos, sin embargo, ser mas directos que en los
tratamientos usuales (ver r71. [15]). En el Capit~
10 II intr duciremos una cierta clase de operadores
que generalizan a los diferenciales, y que donomin~
remos pseudo-diferciales. En el Capitulo III, calcu
laremos las caracteristicas de los complejos que
nos interesan; estos son complejos de la forma
PE 0 ~ E + E ~ 0
en los cuales E es un espacio vectorial topologi-
co sabre ~,y P un operador lineal continuo tal que
dim~Ker P < +~ y 1ue dim(Coker P < +~ (Coker P =
E/p(E»' Recordamos que la caracteristica de Eu-
ler-Poincare de un tal complejo es a definida por:
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X(E) = dim Ker P - dim Coker P = rnd P,
y es por 10 tanto, el ~nd~ce del ope~ado~ P. Cuan-
do peE) es, adem~s, cerrado e~ E,
es un ope~ado~ de F~edholm.
En el Capitulo IV obtendremos los resultados
se dira que P
fundamentales de este trabajo. La tecnica basica
mologia, si tenemos tres comple;os
p' pll
E':o .. [' .. E' .. 0, E":O" E" ..
para 11egar a ellos es la sucesi6n exacta de coho-
p
E:o .. E .. E .. 0,
E" .. 0, tales







a .. E I ..... E .. E" .. a
t ... ...
a E ' 'P2 E 1112 Eft 0.. .. .. ..
i- t t
0 a a
las filas son exactas y los cuadrados son conmuta-
tivos (10 cual se expresa die i e ft do (1 u e J a s\lcesion
de comp1ejos
1> $a .. E' .. E .. E" .. a
donde f = (f 1 '~2 ), 'I' = (t/!l,t/!2)' e-6 exacta) entonces
X(E' ) - X(E) + X(Eft) = 0 .
Este trabaio es una versi6n revisada de la te
sis presentada por el autor a 1a Facultad de Cien-
cias de 1a Universidad Nacional de Colombia (Bogo-
t~) en cump1imiento de requisitos parciales para
obtener e1 titulo de Magister Scientiae en MatemA-
1 3
ticas, y elaborada en el Departamento de Matemati-
cas y Es adlstica de dicha facultad bajo la direc-
cion del profesor Jairo A. Charris. £1 autor ex-
presa su agradecimiento al Profesor Charris por h~
ber propuesto el tema. as! como por su ayuda perm~
nente ante el desarrollo del mismo. Estos agr~
decimientos son tambien extensivos al Profesor Yu
Takeuchi. cuyas sugerencias contribuyeron a mejo-
rar algunas de las estimativas usadas.
CAPITULO I. NOTACIONES Y RESULTADOS BASICOS
Si 0 es un abierto del plano complejo ~. 0(0)
denotara al (-espacio de las funciones holomorfas
en 0, Escribiremos 0 en lugar de O(~). Con F de-
notaremos al algebra de las series formales sobre
[ P sera la subalgebra de los polinomios con co~
ficientes en [ • Y Pn el subespacio de P de los p~
linomios de grado menor 0 igual que n; E designara
al subespacio de 0 de las funciones analiticas de
tipo exponencial Ce s decir, de las funciones f cO
tales que If(z)l ~ AeB1z1 para todo ZC~, donde
A,B ~ 0 son constantes); EB sera el subespacio de
E de las funciones feE tales que para a Lg iin A ~ 0,
IfCz)1 ~ AeB1z1 para todo z , Por definicion se tie
ne entonces que E = lJEBo Con ~ denotaremos alB~O Z k
d 1 d d'f ..~ . dopera or usua e 1 erenclaclon complc]a, y ---k-
dz
sera su iteracion k-veces. Por un operador difere~




donde las dk, o .~ ~ m, son holomorfas en n.
S i f C 0 ( n), '1( f ,n) des i g n a r a. con tad a s 1a s m u 1-
tiplicidades, el nG~ero de ceros que f tiene en n.
Si a£n, '1(f,a} d e n o t a r a el orden del 0 que f tiene
en a (si f(a) t 0, n(f,a} = 0; v n(f,a) = +00 si
y 5010- si f = 0 en la componente c o n e xa de 12 que
contiene a a); 3p sera e I grade de p c P (ap = _00
si Y solo si p = 0).
Sobre 01n} consideraremos la topologia de la
convergencia en compactos, definida pOl" las semi-
norma!:;
If I K = sup I f ( z ), '
zCK
cl nde K es u n s u b ro n j u n t o
es una sucesionexhaustiva
compacto d e n. (' .>1 {K }n
los sede compactos de 12
minormas {I IK } definen aun tal topologia. Con
n
ella, 0(12) es n s p - c i 0 d ,rechet. S{ ('. -
finimos
II f 'I . { I f ( z ) I s: A e Biz i d}B = 1n fA: ;:. pa r a too z ,
entonces fB es un espacio de Banach. S bre f consi
deraremos la topologia limite inductivo (vel" [BJ,
[12J) de las de los fB. Esta es I a topologia s ej a-
rada y localmente convexa sobre f mas fina posible
que deja continuas las inclusiones de fB en f. n
sistema fundamental de vecindades de 0 para tal to
pologia sobre f esta dado por los conjuntos con-




es una vecindad de 0 en EB· Para que
una aplicacion lineal g: E + E, donde E es un es-
pacio vectorial topologico localmente convexo ar-
bitrario, sea continua es entonces necesario y s~
ficiente que g/EB sea una aplicacion continua de
Como cad a EB es de Banach, E es limite
de espacios de Frechet. Sin embargo, no
EB en E.
inductivo
es limite inductivo estricto de tales espacios.
Sobre P consideraremos la unica topologia po-
n
sible definida por cualquiera de las normas usua-
les, y sobre P la topologia limite induct iva de la
de los P. Si E es un espacio vectorial topologi-
n
co y g:P ~ E es lineal, g/P es continua para todo
n
por 10 tanto g tambien 10 es. Se deduce quen .,
si M es un subespacio de P, N es su suplemento al-
gebraico y p:P + P es la proyeccion sobre N, p es
continua Y M = Ker P es cerrado. Como la topolo-
es la topologiagia indue ida por P sobre cada Pn
de P , P es un espacio del tipo LF (limite
n
vo estricto de espacios de rrechet).
inducti
En F consideraremos la topologla definida de
l~ siguiente manera: si F = {n1,n2, ... ,np} es un
suhconjunto finito y no vacio de ~ , y fez)
00 nL anz pertenece a F, definimos
n-o=
Entonces IF es una seminorma sobre F. La to
pologia de F sera la definida por la familia {I IF}
cuando F recorra las partes finitas no vacias de N.
Esta topologia se puede definir tambien por medio
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de 1a famili {! IF} cuando F recocre los coniun-
tos de 1a forma fn = [o,nJ
evidente que P es denso n
= {Kia ~ K ~ n}. Es
F para esta topologia.
Si para cada n Eo: 1'1 esc ibimos I =n
tonces d:FxF -+ ffi , definida por
( ) ~ -2. L--=-g I nd f,g = L ~ ...~
n=02n It,f-gln
(1. 1)
es una metrica sobre F, 1a cual define 1a anterior
topologia Y para 1a c ua L F es de Frechet.
Para cada pareja fEE, gcO, considerese 1a ex
presion
00
<f,g> - 'i' l-f (n ) ( a ) g ( n ) ( 0 )L n ~
n=o
( 1 02)
Si R > 0, 1a estimativa de Cauchy ~f(n)(O)~ ~
I BR
U f II n. en asegura que
B Rn
/
I BR 1/1 n ~ (~_._e__ ) n
Rn
Hacie do R = n , concluim s que
C . (n~)l/n / d d o~omo llm -- = 1 e ,se e uce que la suceSlon
n-+oo nn
de ~ermino general (f(n)(O)/~f~B)l/n es acotada.
Sean entonces R,M ~ 0 , con R > M Y If(n)(o)1
IglK =~ ~f~BMn para todo n.
Sup Ig(z)l, una nueva
I z I~R
Si K = B(O,R) y
aplicaci6n de las estimatO-
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De la convergencia de la ultima serie se deduce
que existe una constante CK B' dependiente unica-,
mente de B y del compacto K, tal que
0* {;Sean entonces y E , respectivamente, los duales
topologicos de 0 y E, para las topologias definidas
anteriormente.
Para cada f~E denotemos con Tf a la aplicacion




y supongamos, mas precisamente, que FE: Es' B ~ o.
{:
La re La c iSn (1.3) muestra entonces que Tf~ 0 Y
que existe un cQmpacto K de ~ tal que
para toda g E: 0, con CK,B depe ndi ent e unicamente de
K y de B (y no de g). Podemos definir entonces una
aplicacion T:E ~ 0 por T(f) :; Tf.
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TEOREMA 1.1. La apticaci6n T e6 tineat if biye~
tiva. Si 60b~e 0* con~ide~amo6 ta topotog{a debit,
T e~ continua. Po~ to tanto, ~i identi6i am06 a E
con 0* mediante T, ta topotog{a debit de 0 eh me
n06 nina que ta topologia de E.
Vemo6t~aci6n. Sea g'''E::01:. Para a Lg Iin compacto
K de [ y alguna constante CK, se tiene que
Ig1:(g>f ~ CKlglK para toda gE::O. Sea R> 0 tal
que K~B(O,R). Entonces
Ig":(zn)1 ~ cKsuplznl < CK Sup Iznl










se deduce que r c t .
De la continuidad de g y de la1: convergencia
en compactos de 1a serie de Taylor de g, se dedu-
ce que
i:y por 10 tanto, g = Tf·
ces sobreyectiva. Si Tf
1
=
La aplicacion T eS enton
Tf ' <f1-f2,g> = 0 para2
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toda gcO. Con n arbitrario, y g f z ) = zn, se con-
cluye que f~n)(O) = f~n)(O) y, de esto, que f1 = f2•
Es decir, T es uno a uno. finalmente. de (1.3)
con f ~ fB, g E: 0, tenemos que
10 cual muestra que la seminorma g*r+ Ig*(g)1 de
0*, calculada en Tf• esti acotada por ~f~B. Esto
impliea que T/fB:EB ~ 0* es continua cuando se da.'.
a O~ la topologia dibil. y asegura. por 10 tanto.
La continuidad de T. Como T es claramente lineal,
e1 teorema queda demostrado. ,
Para cada g E: 0, sea Lg la aplicaci6n de f en If
definida por (1.2), L (f) = <f.g>. La r e La c i Sn (1-g
3) muestra tambiin que, para todo B ~ 0. Lg es una
aplicacion lineal continua de EB en [. Por 10 tan-
*to. Lg E:: f . Mis aun:
""TEOREMA 1.2. La aplicaci6n L:O + E~ de6inida
s;
po~ L(g) = Lg e' lineal y biyectiva. Si ,ob~e En
con'ide~am06 la topoiog~a debil. L e' continua.
Po~ lo tanto. 'i identi6icamo6 a 0 con E* mediante
L • ia topol09~a debii de E* en 0 e' men06 6ina
que la topolog~a de O.
Vemo't~aci6n. Sea f*C E*. y defininamos
g(z) =
00 ~': n
\" f (z ) n
L I Zn ;n=o
Como -iIBzln ~ eB1z1 para todo B > 0 Y todo z ell •n ;
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se deduce que Izn~B' n~/Bn para todo B > O. De la
continuidad de r;" en f
B
se tiene que Ir;"(zn)1 <
C B II zn IIB ' don dee B d e pen de un i C d men ted e B. Spa
ZC(. ConB> Izl,tenemosque
I I f ~':( Z ~ ) lJ_::J: ~ C B I11z nJL~L:.J:__C B Id¥ )n
n=o n· n=o n. n=o
< 00,
de 10 cual la serle conve ge uniforme y absoluta-
mente en compactos de I z I < B.
Sea fE:fB• Entonces





* continua sucesionEn efecto, f es y la
n r(k)(O) k ti nle f EOB todoL --_. a en p r a > 1, dek k!=0
10 cual tambien en E. Para demostrar la ultima arir
macion, notese que de las estima ivas de Cauch C0~
radio olzl z 1 0, se tiene que




o cual implica la afirmacion.
Como f*(f) = <f,g>, tenemos que f* = Lg. As!
que L es sobreyectiva, y es claro que L es uno a
uno. Ademas. como
se deduce que la seminorma f*~ l<f*,f>1 de E*
calculada en Lg, esta acotada por IgIK• Esto de-
muestra la continuidad de L, y completa la demostra
cion del Teorema. ,
COROLARIO. El pa~ (E,O) e~ un pa~ dual. El pa-
~ente~~~ de la dual~dad, < >, e~ta dado po~ la ~~
gu~ente apl~cac~6n de ExO en [:
00
(f,g) ~ <f,g> = I n~f(n)(O)g(n)(O)
n=o
d ~ 0 0* -- Ee a~ mane~a que y
Para cada parej a f E::. P, g E:. F, definamos tam-'
bien
00
<f,g> = I n~f(n)(O)g(n)(O). (1. 4 )
n=o
Como la suma en el termino de la derecha es finita,
< ,> define una aplicacion de pxF en (1:. Para cada
fEo P, sea Tf:F ....<r dada po r- Tf(g) = <f,g>. Eviden-
temente Tf es lineal y
ITf(g) I ~ {nL1f(nl(Oll}lglm
donde m = af si f 1 0, m = 0 si f = o.
si sobre P consideramos la normam
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n=o
la relacion anterior puede esc ibirse
,'c '*Esta r-eLa c i o n implica que T f eft donde f es el
dual ~opologico de F. Podemos definir entonces una
.-.
aplicacion lineal T:P .. f" pOl" T(f) = Tf t Y si do-
*tamos a f de su topologia debilt T es continua,
pues la seminorma f1: 1-+ I <f''c tg> 1_ de f* calculada en
T
f
esta acotada pOl" ~f"m' Como se verifiea facil-
mentet T es biyectiva. POI" 10 tanto
T'EOREMA 1,3. La apl-ic.ac.,(on T:P-+ F e..6 b..i.CJe.c.t{
va. S,( -ident-i6-ic.amo.6 a F* c o n P med-iante. T, t.« to-
palagia dlb'{l de. f* en P e.6 meno.6 n.{l1a qu~ ta top~
logia de P.
Para cada gcFt sea a su vez Lg:P .. ~t defini-
£ntonces Lg C P , y
.~
mos definir una aplicacion lineal L:F .. p"




L(g) = Lg. Como es eviden e, L es biyectiva V ~o
mo
ILg(f)! -~ II f 11m I g I m
* .-. 1:se deduce que la seminorma f ~ If"(f)1 de P ,
calculada en Lg t esta acotada pOl" I g I . pOl" 10m
tanto L es continua. En total
TEOREMA 1.4. La aptic.ac.ion lineal L:f .. P* e.6
*b.{yec.tiua. Si .{dent.{6ic.amoa a P c.on F me.d.{ante.
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L, la topolog~a d€b~l de p*
que la topolog~a de F.
CAP ITULO II.
o I FERENC IALES
DOS CLASES DE OPERADORES PSEUDO-
Introducimos en este capitulo dos clases de
operadores a los cuales, par falta de un nombre me
jar, llamaremas pseudo-diferenciales. Como auxi-
liares, estos operadores jugaran en los capitulos
III y IV un papel importante en el manejo de cier-
os operadores diferenciales.
2.1. Operadores pseudo-diferenciales definidos
por funciones analiticas. Sea a{z) = ! a zn unan-o n
funcion analitica entera y consideremos la expre~
s Lo n diferencial
d
a{-) =dz
dDemostraremos que a{dZ) determina un operador li-
neal continuo P de E en E tal que P{EB) c; EB para
t odo B ~ O. Para ello definamos, si fE:EB
ClO dnfr a -(z)
n=o ndzn
Pf{z) = ,
y demostremos que la serie de la derecha define una
funcion g en EB.
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Sean z E:. 0: Y R "7 O. De las es -ima ivas de Cau-
chy
If(n)(z)/ n ; S If()/ ~llfll· s Bltl~ u~ t ~ n .11' up eR Iz-tl=R R Iz-tl=R
se deduce
Ir(n)(z)1 ~ n:/I f liB Biz I BRe e
Rn
dado que ltl ~ Jzl + R. Y tenemos para todo n:
cualquiera que sea R > O. En particular. si R = n
B-1
----+ en-+oo
Existe entonces una constante M > 0, dependiente
unicamente de B, tal que





Pero ¥(z) = ~ la Izn es una funci6n analitica en-n-o n
1 5
00
t era. Po r 10 tan to, C (m ,M) = L I a I Mn < +00 par an-m n
to do m y ademas C(m,M) ~ 0 cuando m ~ 00. Esto gara~
za que n!oanf(n)(Z) + nIoanf(n)(Z) = g(z) en EB,
y que ~Pf~B = !g~B ~ C(O,M)~f~B de 10 cua1 P es
un operador lineal continuo de EB en sf mismo. Por
10 tanto, p:E + E es continuo.
TEOREMA 2.1. Ident{6{cando a E* can 0, elope-
~ado~ adjunto tp de p ~e {dent{6{ca can el ope4a-
do~ P*:O + 0 de6{n{do p04 p*g = a.g pa~a toda
g cO.
Vemo~t4ac{6n. Todo se reduce a demostrar que
<Pf,g> = <f,a.g> ( 2. 1)
Veamos primero que para todo k ~ 1
C mo
k-1
<~(d f) >dz k-1,gdz
basta ver que
df<crz,g> = <f,z.g> ( 2 • 2 )
10 cua1 resu1ta inmediatamente de observar que
(zg)(n)(O) = ng(n-l)(O) si n ~ 1, Y que
(zg)(O)(O) = O. Teniendo en cuenta ahora e1 hecho








= a ( z ) uniformemente en com aetos,
(2.1) resulta entonces de un c~lculo simple .•
NOTA. 5i identifiea os a O~ can E, tp* , el con
jugado de p*, se idenfica con P. Esto resulta del
hecho de que P es continuo para la topologia de la
convergencia en compactos de O,y de la formula
(2.1).
dSean ahora fe E, g cO, PE: P, y p(crz):O -+ 0 el
operador diferencial definido p o r- p. Entonces
d
<f ,p(crz)g> = <p.f ,g>
pues, pOl' simetria en la formula (2.2), tambien
dg =<f,(fZ> <zf,g>
Notese a I respecto que si fcEB no podemos, en ge-
neral, asegurar que pf cEB• Sin em argo, como
PEEa para todo a > 0, necesariamen e pf E: EB+a can
~pf~B+a ~ Ip~a~f~B para todo a > 0, de 10 cual
f ~ pf es un operador continuo de E en si mismo.
Mas precisamente
d
TEOREMA 2.2. Sean p E: P tJ P(.az):O -+ 0 et ope!ta-
doft di6efteneial de6in~do POft p. Entonce~ tp( __dd )
~ z
ae ide.nti6~ea eon el ope.ftadoft p~:E -+ E de.6~n~do
POft p*(f) = pf. Mda aan, p* e.a cont~nuo pafta La
topolog~a de. E tJ tp* ae ide.nt~n{ea eon p(~z)'
Los teoremas (2.1) y (2.2) suministran, con-
juntamente. el teorema siguiente:
TEOREMA 2.3. Sean Pl'" ·,pmE::r, al ••••• ame 0,







Entonee.~ P Y Q ~on ope~ado~e6 t~neate~ eontinuo~.
Ade.ma6 ide.ntL6~cando a E con 0* ~ a 0 con E*, tene
m06 que tp = Q Y to = P.
NOTA. Obsirvese que Q es un operador diferen-
cial en el sentido usual. Denominaremos a P un ope
~ado~ p~e.udo-di6e~encial. Nuestro principal inte-




es un operador ~iferencial en el sentido usual.
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2.2. Ope(adores pseudo-diferenciales definidos
por series formales. Sea dE"_F, a Iz ) = ! akzk. Sik=o
f € P, es evidente que
Podemos definir entonces un ooerador lineal conti-
nuo P de P en S1 mismo escribiendo
Pf
~ P* -- F ( )Con la identificacion del r eo rema 1.4, se
obtiene, como antes, que tp es el operador de F en
si mismo dado por
Este~erador e s continuo, pues
y con la identificaci6n
te que t(tp) = P.
,;';F = P, se v e i n me d i » alii€"
De la misma ma ne ra , si p Iz ) = a +a1z+","-a zm- 0 m
es el operador definido-por
m dkgr ak---r
k=o dz
E::P, Y Q:F -. F
Qg =
donde
orden k , entonces Q es lineal y con-




donde C > 0 es independiente de g. Entoncesn,m
tQ:p ~ Pesta dado por tQf = p.f, es continuo, y
t(tQ) = Q. Mas generalmen e:
TEOREMA 2.4. Sean Pl'''''PmCP, al, ... ,am~_F.






entonce~ P Y Q ~on ope~ado~e~ l~neale~ continuo~;
con la~ ~den6~ciacione~ F* = P, P* = F , ~e t~ene
ademaa que tp = Q Y tQ = P.
Diremos que Q es un ope~ado~ di6e~enc~al y que
P es un ope~ado~ p~eudo-d~6e~enc~al. Las clases
mas importantes de operadores pseudo-diferenciales
en P son los de la forma
Pf =
en cuyo caso,
es un operador diferencial en el sentido usual.
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2.3. Propiedades elementales de los operadores
Pseudo-diferenciales. Antes de entrar a discutir
las propiedades de indice de los operadores .seudo-
diferenciales que hemos introducido. y cuya consi-
deracioo sera el objetivo del proximo capitulo, e~
tudiaremos algunas propiedades elementales de ta-
les op er-ador-es .
TEOREMA 2.5. Sea a E:. F, a 'I O. Ij P:P -+ P eR. op~
~ado~ p~eudo-di6e~eneia{ deninido po~
dPf = a(-)fdz
Entonte~, p e~ ~ob~eljeetivo. Si o:r + F e~ el ope-
~ltdo~ Og = ago 0 e~ ~nljectivo, tp = Q. to = p
e 1m 0 e~ ee~~ada en F. Adema~, Ker P tiene di-
men~i6n 0, donde n ea el maximo de l06 m talea que
zm divide a a(z) en F, Ij dim~Coker Q = n.
Vemo~t~aei6n. Es claro que 1m 0 = (a(z» = (zo)
(v r [lJ) de 10 cual Coker 0 = {a} si n = O.
Coker 0 = Pn-1 si n ~ 1. Como F es de Frechet,
Q es un morfismo estricto (ver [13J. N° 12) e
1m 0 es cerrada en F. Como Q es inyectjvo. por
ser F un dominio de integridad (ver [1]). 1m P es...
denso en P para 1a top010gia debil de F- en P. Co-
mo adema s (ver [13J. N° 12) P es un morfismo es-
tricto de P para esta topologia. 1m P es cerrado
en P para ella, de 10 cual 1m P = P • y P s sobre
yectivo. Finalmente, como
.L *Ker P ~ (1m 0) - (Film 0)
1 1
se concluye que dim~Ker P = n.
teorema. ,
Esto demuestra el
NOTA. El teorema anterior es particularmente
uti 1 s i a c P, en cuy0 cas 0 P es uno per ado r d if e-
rencial en el sentido usual. Tambien es valido si
a cO.
Si acO. a -; 0 y n(a.¢) < +00, entonces el ideal
(a) generado por a en 0 es cerrado en 0 (ver [31).
Adem as , O/(a) tiene dimension n(a,C) (ver [2]).
Tenemos entonces
TEO R E MA 2.6. S e.a.n a c o , a -; o , ( a • e ) < +00., tJ
P el ope~a.do~ p~e.udo-di6e.~e.n~ia.l de. E e.n E de.6ini-
do po~
dPf = a(crz)f .
E n t:onc.e~ P e.~ ~ob~e.tJe.~tivo tJ dim(£Ker P = n(a.G:).
Ve.mo~t~a.~i6n. p = tQ • donde Q es e1 operador
de 0 en si mismo. dado por Qg = ago cuya imagen
1m Q = (a ) es cerrada en O. Q es entonces un mor-
~ismo estricto, de 10 cua1 1m P es cerrada para 1a
topo10g!a debi1 de E. Entonces. tambien para 1a
topolog!a de E. Como Q es inyectivo, 1m P es dense
en E. Por 10 tanto, 1m P = E Debido a que
~ if
Ker P = (1m Q) ~ (O/lm Q)
conc1uimos, fina1mente, que dim(£ Ker P = n(a,lt). ,
NOTA. Si en el taorema anterior aCP, P es un
operador diferencia1 con coeficientes constante, es
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decir, un operador de la forma
Pf =
Si g E:: E, siempre existira fE:E con Pf = g ; y s i
g = 0 y a ~ 0, habra n soluciones linealmente In-
n
dependientes de tal ecuacion homogenea.
Los argumento us ados en esta seccion conducen
t amb Le n a resultados como el siguiente: Si pcP,
p lOy p:E ~ E es el operador Pf = pf, P es inyec
tivo, con rm P = (p) cerrada en E. Esto es conse-
cuencia del hecho de que el operador diferencial
con coeficientes constantes Q:O ~ 0 dado por
Qg = p'(~)g es un morfismo estricto (ver [3]).
. d z
De la inyectividad de P, podemos concluir entonces
que Q es sobreyectivo, un resultado bastante cono-
cido que admite demostraciones completament ele-
mentales.
CAPITULO III. CALCULO DE ALGUNOS INDICES
3.1. Operadores diferenciales y pseudo-diferen-
ciales en E. Para cada ° ~ k ~ m, sea
mk .




~ ° y ak E:: O. El operador pseudo-
diferencial P:E ~ E definido por
3
es el t ra nsp ue s t o del operador P" :0-+ 0 dado por
PIg =
( *)
Como este ultimo es un morfismo estricto, tambien
10 es P, para la topologia debil de 0* en f. Ahora,
para todo Cl >0.
es continuo, pues (ver 2.1)
I () (df)()1 C1C211fllBeBlzleClIziPk Z dk dZ z ~
de 10 cual
Se deduce que p:f -+ E eS continuo y como la topolo-
1.
gia de E es mas fina que la debil de 0 , tambien un
morfismo estricto (si M es un subespacio de f cerra
*do para la topologia debil de 0 , M es cerrado para
la topologia de f). Si ponemos
b.(z) =
1








donde n = max mk
o~k~m
TEOREMA 3.1; Si n f b ,(t) < +00, P e..6 u n o oe n.ado «
n
de. Fke.dholm de. E tal que. rnd P = n(b ,~)-n.n
Vemo.6tkac-i6n. En efecto (ver L3]), l n d P
:: -Ind p' = -(n-n(b ,<r». ,
n
COROLARIO 1. Sean a, cO, a ~ k s m, If .6ea
K
p:E ~ E el opeltadolt p.6eudo-d-i~eltenc-ial de6-in-ido
po It
Pf =
Entonce.6, .6i n(a .(t) < ~oo , p e.6 un peltadolt de
m
Fltedholm con rnd P = n(a ,(t)-mm
COROLARIO 2. P an.a c.ada a ~ m .6ea Pk~P,
con apk = mk• Sean n = max ffik, P = max{k I mk = nl.
S-i P e.6 el opeltadolt d-i6eltenc-ial de E en E dado pOIt
m dkf
Pf = L Pk(z)---k
k=o dz
entonce.6 p e.6 un opeltadolt de Fltedholm con ind-ice
rnd P = p-n.
Vem0.6lkaci6n. Como b (z) eS un polinomio de
n
grade P, Ln d P" = n-p. •
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3.2. Operadores Diferenciales en F. Sean aho-





De nuevo, es claro que Pes- un morfismo estricto,
conjugado (transpuesto) del operador diferencial
pI de P en si mismo dado por
m
PIg = \' zka-(~)l. k dz .k=o
Nos proponemos demostrar que pI es un operador
de Fredholm con lndice I n d pI:; - max { k - n ( a k ' 0 ) }. Sea
o~k~m
p = max {k-n(ak,O)}
o s ksm
p' tiene nucleo de dimension finita puesto que 10
tiene si se considera como operador de E en si mis
mo. Para todo n, sea pI = pl/P , que es un opera-
n n
dvr de P en P . En efecto, si 0 ~ j ~ n,n n+p
~ i j~ j+(k-i)
t. t. ak· (. .) I zk=oi=o ]. ]-]. .
E: Pn+p
CIl> i
donde ak(z) = ): akiz .
].=0
operador con indice y que




rnd p~ = (n+l)-(n+p+1) = -p •
(*) Si E y F son de dimension finita y P:E+E es 1i-
ne~l, la exactitud de 1a sucesion 0 .. Ker P ..E .. F .. Coker P asegura que rnd P = Dim E-Dim F.
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Si K' = Ker P' ~ entonces
Ker P' C Ker P' C K'n n+l
para todo n. POI' 10 tanto debe existir no tal que
K' .. Ke I' P'n para todo n ~ no. Pero entonces
Ker P' = lim ind Ker P'n-+cD n
tendri dimensi6n igual a la de Ker P' Demostra-no
remos ahora que existe n6> no tal que si n ~ n~
entonces
Coker P' C Coker P' C Coker p'n n+l
0, m~s precisamente, que si n > n'"' 0 , las a p Li ca c i c..
nes can6nicas
\fin Pn+p!Im p' ~ Pn+p+1/Im p'n n+l
Wn Pn+p/1m P' ~ P/rm p'n
son inyectivas.
Como dim Coker p' = dim K'
n
esto implicari que Coker p' =
tendri dimensi6n dim K' + p.
Debe notarse aqui que las afirmaciones
+ p si n ~ 06,
lim ind Coker pIn-+cD n
Ker P' = lim ind Ker p~ ~ Coker P'n~oo =
= lim ind Coker P' resultan del hecho de que
n~oo n
P' = lim ind P' y de que el functor lim ind esn~oo n
exacto, teniendose entonces que la sucesi6n
P'o ~ Ker P' ~ P ~ P ~ Coker P' ~ 0
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es la sucesion lImite induct iva de las sucesiones
o -+ Ker
,
pI -+ P ~n P -+ Coker pI -+ 0
n n n+p 'n
pues P = lim ind Pn-+Ol> n = lim indn-+"" Pn+p
Ahara, para demostrar la inyectividad de las
fn, ~n' basta demostrar que
1 m p' = P n Lm P'n n+p n+l
y como una inclusion es evidente, s61amente que
P n Lrn p' C Lm pIn+p n+l - n
Sean f C Pn + 1 Y g = pI ( f) E::: P .n+1 n+p
= r{z)+b 1zn+1 r I z ) € Pn+ n Y
Entonces,
f ( z )
pI (b zn+l)
n+l n+l
can Clq ~ n+p y nk = n(ak,O) . Como g€Pntp , el
primer tirmino, llamimo~lo A , del miembro de la
n
derecha es 0: Demostremos que b 1 = 0 si nn+
es grande. Escribamos ~ = max {nk I k-nk = p}
Sf ~ = 0, A solo contiene el tirmino
n
b n+l+pa zn+l k,o
y como nk = 0, necesariamente ak # O. Entonces,0
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b = an+ 1 . Podemos suponer aSl que ~ ~ 1. Ahora,
o = I A I ~n





pues 11k < t,mi ntras que
lim
n ....1X>
Por 10 tanto, existe n~ > no tal que si n ~ n~
ent nees
I \ (n~l)~ ILa> a ," knk(nt-l-nk)~
"-l1k=P
de 10 eual, si n ~ n' neeesariamente b = O.0 n+1
Las 'Pn y IjInson entonees inyeetivas si n ~ n~ . Se
concluye que si n ~ n6 entonces dim Ker pI =
= dim Ker P" = dim K'n , dim Coker pI = dim Coker pIn
= dim K I + p, 0 sea que Ln d P" = -p .
finalmente tenemos
TEOREMA 3.2. El opekado~ p:F -+ F de~inido po~
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Pf =
do nde no t.oda s t.a» ak E: 0 .6on identic.amente nula-6,
e-6 un ope~ado~ de F~edholm, eon
rnd P = max {k-n(ak,O)}
o~k~m
Vemo.6t~aei6n. Como hemos visto, si p' es el
conjugado de P entonces rnd P' = -max {k-n(ak,o)}.
o'k~m ,
CAPITULO IV. APLICACIONES A LA TEORIA DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES
4.1. Ope.radores en E. El siguiente lema,
bien conocido, nos sera util en 10 que sigue.
LEMA A. Sean E un e~pac.io vec.to~ial topologieo,
M·y N .6ube.6pac.io.6de E, eon M ee~~ado y dim ElM
< +~. Entonce~ M+N e~ ~e~~ado en E, eon dim E/M+N
< +~.
COROLARIO. Bajo la~ condicione~ del lema ante-
~io~, ~i N e~ den~o en E, entonce~ M+N = E.
-TEOREMA 4.1. Sea P:O + 0 un ope~ado~ di6e~en-
cial de la 6o~ma
Pf =
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don de PkC- P, 0 ~ k ~ m, Pm f. O. En-tonc.e.6 e..t ope.-
~ado~ d~6e~enc.ial pI :OIE ~ 0lf' ob-te.nido a pa~-t~~
de p po~ pa.6O a lo~ c.oc.ie.n-te.6,e..6 .6ob e.qec.-t~vo.
Vemo.6-t~ac.i6n. En efecta, Lm pI = Cl m P + E)/f'
Camo Im P es cerrada en 0 (ver [3]) Y E es densa
en este espacio, 1m P + E = 0, Y pI es sabreyecti-
va. ,
NOTA. El anterior tearema es aGn cierta reem-
plazanda a 0 pOI" O(n), donde n es cualquier abier
to simplemente conexa de ~, pues par el tearema
de apraximacion de Runge se tiene aGn que P es de~
sa en o(n), de la cual tambien 10 es E (a, meiar,
el c~njunta E(n) de las restriccianes a n de las
funcianes en f).
El tearema siguiente suministra infarmacion
acerca de las salucianes de las ecuacianes dife-
renciales en O.
TEOREMA ~.2. S~ P:O ~ 0 e~ el ope~ado~ d~6e~e~
c.~al del -teo~ema an-te~~o~, la.6 a6~~mac.ione.~ .6~-
guien-te~ ~on equ~valen-te.6:
1) dPk ~ dPm, pa~a -todo k ~ m.
2) Si p' :OIE ~ OlE e.6 el ope~ado~ ob-tenido de P
p o« oa s o a Lo s c.oc.ien-te.6, Ker P' = {o l ,
3) La c.ohomologla del c.omplejo 0 ~ OlE ~IOIE~ 0
e.~ nula.
4) Si Pf = g , fE:.O, geE, en-tonc.e..6 f€:.E.
Vemo~t~ac.i6n. Claramente (2)~ (3), pues pI
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es sobreyectivo. Si ¥ denota la clase modulo E de
f E:, 0, 1a a fir mac ion (4) eseq u ival en tea: S1.. P'¥ = 0
e.Yl.-WnceA f = 0'0 sea a (2). Para demostrar que
(1) _ (2), o bser ve se que si p" es la restriccion
de P a E, entonces lnd P" = P - n • don de n =
max apk y P = max{k apk = nl.
Las hipotesis de (1) aseguran entonces que




0 -+ E ..- 0 -+ OlE ..- a
p"+ p4- p'+
0 ... E -+ 0 -+ OlE -+ 0
i- + i-
0 0 0
en el cual las aplicaciones no mencionadas son res
pectivamente la inclusion y la aplicacion canonica
al coeiente, y la exaetitud de las filas, impliean
c u e
x" - X ... X' = 0
don de X", X, X' son, en su orden, las earacteris-
ticas de Euler-poiocare de los complejos :
0-+ E ~"E -+ 0, 0 -+ ° ~ ° -+ 0 Y 0 -+ OlE ~'OIE-+ o •
[2]) Y
rnd p" = m-ap X = lnd P =m'




Dim Ker P' = O.
Supongamos, reciprocamente, que (2) es valida.
Entonces m-ap = p-n. Como p ~ m,m
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y el teorema esta demostrado. A
TEOREMA 4.3. El teo~ema antekiok e~ cie~to
~eemplazando a 0 POk O(Q), donde n e~ cualquie~
abiektd ~implemente conexo de ~, ~ln ml~ que ~eem
plaza~ (1) po~ la condici6n:
(11) dPk ~ dPm paka t.odo k ~ m, If t.oda s la.6 n.a.L»
c e.s de P e.6tan en Q •m
Vemo.6t~aci6n. La eondieion (1') impliea que
Ind P = m-dp m
La condieion Ker P' =
y, por 10 tanto, que Ker P' = {o l ,
{ o ) conduc • por otra par e,
a que
cual
dP t, ~ n Cp ,Q) ~ dP para todo k ~ m,"Tn m
Pk ~ n(Pm.Q) = dPm· A
de 10
COROLARIO. Sean n un abie~to .6lmplem nte cone r
de ~ q P:O(Q) + O(Q) un ope~ado~ di~e~enclal de La
60kma
Pf =
do n de. PnE::P, k = a,l, ... ,m tf Pm ~ o. Sup6nga.6e ad!!:;.
ma.6 que toda~ la-6 ~aice.6 de Pm e.6tln en Q q que
apk ~ apm pa~a todo k ~ m. Entonce.6 toda .6oluci6n
holomok6a en Q de la ecuaci6n homogenea Pf = 0 e.6
de tipo ex.pone.nc.ial. (e-6 dec.i~, ou e d.e. e xt.e.nde n.se.
a todo [ e.n una 6unc.i6n de. tipo expanenclall.
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4.2. Operadores en F. Consideremos ahora un
operador diferencial p:F ~ F de la forma
m dkf
Pi = I ak(z)~
k=o dz
donde la~ ak son holomorfas en una bola n alrede-
dor de O,y a ~ 0. Entonces P es de Fredholm, con
m
Ln d P = max {k-l1(ak,O)} •o~k~m
Denotemos con C el sub-espacio de F de las se-
ries formales eonvergentes en alguna vecindad de o.
Entonees C se identifica eon e1 haz de germenes de
las funciones holomorfas en o. Por
[3]) si P" denota 1a r-e s t r Lc c Lo n de
un operador con indice, y este es
10 tanto (ver
Pac, P" es
rnd P" = m-n(a 0)m'
Si llamamos X", X y X' , respectivamente, a las ea
racteristieas de Euler-Poincare de los complejos
C:o p"~ C -+ C -+ 0
F:o -+ F ~ F -+ 0
F/C:o -+ F/C t' F/C -+ 0 ,
entonces, de la exactitud de 1a sucesion de comp1e-
jos
o -+ C -+ rF -+ f/C -+ 0 ,
conc1uimos que:
X" - X + X' = 0 •
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Lo anterior tambien es cierto si X" denota la ca-
p"racteristica del complejo 0 ~ 0(0) ~ 0(0) ~ 0 y
X' la del complejo 0 • FIO(O) f' FIO(n) ...0, cua~
do n es una bola alrededor de 0; 0 si X" denota
P"la caracteristica del complejo 0 -+ P - P -+ 0 y X'
la de 0 + F/P g' F/P ~ 0, cuando los a so polin~
mios. Como P ~ 0(0) < C c; F (pues s i f E:- un, f
admite un desarrollo en series de Taylor alrededor
de 0, v§lido en todo g) y P es denso en F, tambien
10 son 0(0) y C; en virtud del Lema A se ve, como
en el Teorema 4.1, que P' es sobreyectiva y X' :
dim Ker P', de 10 c ua L;
x - X" = dim Ker P'
Examlnemos cada caso por separado:
TEOREMA 4.4. Si p:F ~ F e~ et ope~ado~ di6e~e~
ciat dado po~ (4.1), la6 a6i~maci ne6 6iguiente6
60n equivatente6:
1) m-n(am,O) : max {k-n(ak,O)}.
o~k~m
2) El nucteo Ker P' del ope~ado~ p' :F/C ~ F/C ob-
tenido de P po~ pa60 at cociente ~e ~educe a
{O l.
3) La cohomotog1.a de.t.comptejo 0 ... F IC • F IC • 0
e s nula.
4) S-i Pf = g,·gcC IJ fcF, entonce~ fcC. E~ de-
ci~, 6i g e6 hotomo~6a en una vecindad de 0,
IJ f e6 una 6olucion 6o~mal de la ecuaci6n
Pf = g, f conve~ge en una vecindad de o.
Vem06t~aci6n. Es claro que (2)'" (3) ... (4).
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Para ver que (1)~ (2), notese que (1) equivale a
que X - X" = 0 y, como dim Ke r P" = X - X" , a
que Ker pI = {a} •
NOTA. La condicion m-n(a ,0) = max k-n(ak,O)}
m o:!iOk'm
se expresa a menudo diciendo que 0 es un punto si~
gular regular de P. La afirmacion (1)~ (4) del
teorema es entonces clasica (ver [4]). La afirma-
cion (4)~ (1) es tambien conocida y se deduce de
teoremas mucho mas generales de Deligne para dime~
siones mayores que 1 (ver [5]). Nuestra demostra-
cion es mas elemental.
COROLARIO. Bajo la~ condicione~ del teo~ema an
te~io~, ai m-n(a ,0) = max (k-n(ak,O)} Y f ea una
m o'k~m
601uei6n 6o~mal de la ecuaci6n Pg = 0, f e~ eon-
ve~gente en alguna vecindad de o.
TEOREHA 4.5. Sea p:F ~ F el ope~ado~ di6e~en-
e~al dado po~ (4.1). Suponga6e ademaa que n(am,Q)
< +00 , donde Q ea una bola al~ededo~ de ce~o. En-
ioneea laa a6i~maeione~ aiguiente~ ~on equivalen-
tea:
1) El punto 0 ea, a loa aumo, el unico ce~o de a m
en Q, y m-n(am,O) = max (k-n(ak'O)} •
o~k~m
2) Ke r pI = {O} , do n.de pI: F/ 0 (Q) ~ F /0 (Q) e~ et.
ope~ado~ obtenido de P po~ pa~o al coeiente.
3) La cohomologla del complejo
o ~ F/O(Q) ~ F/O(Q) + 0 ea nula.
4) Si Pf = g , gE:O(Q) Y fE: F, entonce.6 fE:O(Q) •
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Vemo~t~aci6n. De nuevo es claro que (1) - (2)
~ (3)-. (4). Para ver que (2) ~ (1), n o t e se que
si Ker pI ::: 0, entonces
m-l1(a ,n)m :::max k-~(ak'O)}o~k~rn
Como
m-l1(a ,n) ~ m-~(a ,0) ~ max k-~(ak'O)},m m
necesariamente D(a ,0) :::~(a ,0) 10 cual demu stram m
(1) . •
COROlARIO 1. Bajo t.a hip6te~i~ max{k-D(ak,O)}
:::m-~(a ,0), ~i 0 e~ a io ~umo ei unico ce~o de
m
a en'n, toda aoluci6n 60~mai f de ia eeuaei6nm
Pg :::0 e~ holomo~6a en n. En pa~tieula~, ~i :::~,




2. Sea 0 una bola al~ededo~ de o.
no~mal f de la eeuaei6n de Eule~
kdkf




NOTA. Los resultados anteriores son validos
(can modificaciones evidentes en sus enunciados)
reemplazando 0 par cualquier punto a de ~, y to-
mando como n una bola alrededor de a.
TEOREMA 4.6. Sea p:F ~ F el ope~ado~ di6e~en-
1 7
donde lo~ Pk ~on polinomioA. Enton~ea, laA Aiguie~
tea a6i~ma~ionea ~on equivalentea:
1) max{k-n(Pk,O)} = max{k1dPk= max dp.} - max dPk•o~k~m o~k~m o~j~m J o~k'm
2 ) Ker P t = { O} , donde p':F/F ....FIE e~ el ope~ado~
obtenido de p po~ paao al co~iente.
3 ) La ~ohomologI.a del ~omplejo o .... FIE ....FIE ....0
ea nala.
4 ) sz Pf = g, f E: F, g E: E , enton~ea f E: E.
Vemoat~a~i6n. Es evidente del
rnd P" = max{kloPk = maxdPk} - max
es la restriccion de P a Eo •
hecho de que
dPk' donde P"
En realidad, no deben ser muchos los operadores
que cumplen la condicion (1) anterior. Como casos
particulares, consideremos los siguientes:
COROlARIO 1. Toda ~olu~i6n 6o~mal f de la e~aa
~i6n de Eule~
g E: E ,
eA'de tipo exponen~ial.
COROlARIO 2. Si xo dos loa Pk, o ~ k ~ m, ~on
c o n~tantea , toda .6olu~i6n 6o~mal f de la e~uo.~i6n
pf = g, g ~ E, e~ de tipo exponen~io.l. En po.~ti~u-
la~, todo. ~otu~i6n 6oILmo.lde to. e~uo.~i6n homoglneo.
pf = a e~ de tipo exponencio.l.
Si pit denota el operador del teorema 4.6, res-
tringido a P, entonces (vease [10J)
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rnd Pit - {~k}- -max apk- •o~k~m
por 10 tanto la igualdad
max{k-n(Pk.o)} = max{k-n(Pk·O)} =
Pk10
= -max{apk-k}
es equivalente a la siguiente afirmaci6n:
Palla t.odo s Lo s 0 ~ k If j ~ m , -6i Pk f. 0 If Pj f. 0
ent.onee/' n(p .•O) = ap. If ap.-apk ~ j-kJ J J
Ahora. los unicos polinomios que cumplen esta con-
dici6ri son los de la forma
n+k
P ( e ) = a z'k k k = O ••••• m • (4 .2 )
donde n es fijo. independiente de k (algunos de
los ak pueden ser nulos). Tenemos entonces:
TEOREMA 4.7. Si p:F ~ F e-6 un opelladoll di6elle~
c.ial de la. 60llma
Pf =
donde Pkc P palla. k = O.1.2 •.•••m • la./,a6illmaeio-
ne/, /'iguient.e~ /,on equivalent.e/':
n+k
1) Ex.i~t.e n ~ 0 tal que Pk (z) = akz • ak E: 4:. PiUld
t.o do k = 0.1.2 •••••m •
~) El nueleo del opelladoll P':F/p ~ F/p , obt.enido
de P pOll pa./,o a. lo~ eoeiente/', e/, nuld.
3) La eohomolog~a del eomplejo 0 ~ F/p t' F/p ~ 0
e/, nula.
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4) Si. Pf = g, f€:. F fJ g e. P, entone.e6 fIC P. E6 de-
e.i.~,toda ~olue.i.6n 6o~mal de Pf = g e~, e.uando
g c P, un po t.cnomi.o,
Vemo~t~ae.i6n. Resulta inmediatamente del anali
sis anterior. •
NOTA. En la condicion (1) anterior es claro






y que las soluciones formales de Pf = 0 son las
mismas de Qf = O. Cuando ak = 1 para todo k, Q eS
nsimplemente el operador E de Euler y P = z E. Del
teorema 4.7 se deduce
COROLARIO 1. Toda 601ue.i6n 6o~mal de una ee.ua-
e.i.ondi6e~ene.ial homogtnea de la 6o~ma
m k\' n+kd f
L dkZ --k = 0
k=o dz
e6 un polinomio.
COROLARIO 2. Toda 601ue.ion 6o~mal de la ee.ua-
e.i6n de Eule~ Ef = g, g E:: P, e6 un polinomio. En
pa~tie.ula~ toda 601ue.i6n 6o~mal de la ee.uae.i6n
Ef = 0 e6 un poli.nomio.
COROLARIO 3. Si P e6 ~omo en el e.o~ola~io 7 fJ
n > 0, la e~ua~i6n Pf = g, e.on g P fJ ag ~ 0 • ad-
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mite ~olueione~ 6o~male~ ~olo ~i zn divide a g en
P. En ea~o de que e~ta~ exi~tan, ~e~an la~ mi~ma~
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